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Résumé 

O x-ir-{ '-+2 y — - = I l + cos(ni)+2> cos(kt)dt = / sin(ni) cotg(-)dt 
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O , . . . . sin(na;) v— \ sinffca;) 
Umlormement sur tout Je, 2n — e[, par intégration par parties S n = h > , les 

■ 2tT/ /c 

<H . fe=l 

" sommes modifiées 4 convergent vers ^"""^ et sont dans ] — Ç , 5 [■ Donc la corne 27r-périodique : 

ip, ip(0) = 0, 0<a; < 277, V'C^) — est limite en moyenne quadratique de sa série de Fourier et : 

ASiO<a</3<27r alors Xa ,p ■ [0, 2tt[^ R, Xa ,p{ x ) = \ ~ a ) ~ § + I " ^0 " Z 3 )] 
est la fonction caractérisique 5 de l'intervalle [a,/3]. Ainsi toute fonction en escalier est limite en 
moyenne quadratique de sa série de Fourier et, par densité des fonctions en escalier dans les 
fonctions de carré intégrable, le même résultat a lieu pour toute fonction de carré intégrable. 

d . n-1 

B La primitive E^(x) = f X D^ de Z3* (y) = l+cos(nj/)+ 2^ \ oe(ky), le n-noyau de Dirichlet 

k = l 

modifié, est à vaJeurs dans [— tt,tt] et, sur tout [e,2ir — e],0<e<7r, tend uniformément vers 0. 
C Les sommes de Fourier partielles modifiées d'une fonction 2tt périodique intégrable sont : 

OV 

m 



k=l-n n ^ x 



D'où, par intégration par parties sur chaque intervalle de dérivabilité, le théorème de Dirichlet 
\ Si f est 2ir -périodique dérivable par morceaux et f intégrable alors pour tout a;€R, S^(f)(x)= 



1 

2^ 



m px + 2-jt 

f-(x)E* n (2n) - f + (x)E* n (0) - [^[J+fe) -/-(«^IKfe) + / f(t)E* m (t-x)dt] 

1 J X 



X : 



H- f-(x) + î+(x) 

tend, quand n— >-oo, vers la moyenne des limites à gauche et à droite de f en x. 



Abstract 

A glimpse at ^ sm(fcx) gj veg above few lines exposition of Fourier series's quadratic 
mean convergence for square intégrable functions and Dirichlet 's convergence theorem of the 
Fourier série of a piecewise differentiable function with intégrable derivative. 



1 chef en italien, dans le Grésivaudan la vache dominante conduisant le troupeau à l'alpage. 

2 rédigée par Alexis Marin (Grenoble) alexis.charles.marin@gmail.com 

3 mais que sous le règne de El'hemdée, certains traitent de poussiéreuses. 

4 qui donnent lieu à des noyaux de Dirichlet d'écriture et majoration plus simple que sommes 
et noyaux de Dirichlet usuels. Avec, dans leurs preuves, caligraphie et majorations plus lourdes, 
les énoncés A, B et C ci-dessous ont aussi lieu pour sommes et noyaux de Dirichlet usuels. 

5 modifiée aux extrémitées par x( a ) = h = x{ft)- 
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Commentaires bibliographiques 



Les premiers textes ([D] 1 , le chapitre IV du second tome de [J2], chapitre 
III de [Le], Kapitel 31 de [La]. . .ignorent 2 la théorie quadratique et commencent 
par le théorème de Dirichlet pour les fonctions monotones par morceaux et, après 
Jordan [Jl], à variation bornée. Ce résultat plus général que C ci-dessus admet 
cependant la présente démonstration, une fois remarqué (cf. §54 de [R Sz-N]) que 
l'intégration (de Stieljes) par parties a lieu pour les fonctions à variation bornée. 

Les traités modernes (2.6 de [H R], 4.24 de [Ru]. . .) tirent la complétude 
du système trigonométrique 3 de la densité des polynômes trigonométriques dans 
l'espace des fonctions continues, muni de la norme uniforme. 

Lebesgue ([Le] §24, [Z]I§6.) obtenait la complétude directement 4 , sans utiliser 
la plus fine densité uniforme, citant une preuve simultanée 5 [K]I§ 2 d'A. Kneser. 

Tous deux ([Le]§l, §28, [K]I§4-5) donnent aussi une réduction à la complétu- 
de du théorème de Dirichlet pour les fonctions C 2 par morceaux 6 à nombre fini de 

^ sin( TX/X ) 

discontinuités, le rôle de \] étant plus explicite dans [Le] que [K] : 



1 reproduit dans [K L-R] avec une histoire détaillée des séries de Fourier cf. aussi [Le] §15-19. 
cependant dès 1903 Hurewitz [H] met l'accent sur la théorie quadratique en la déduisant 
du résultat, que Féjer venait d'établir, de convergence uniforme vers une fonction continue des 
moyennes des n premières sommes partielles de sa série de Fourier, cf. aussi [Z]III §3 p. 89. 

d'où I La série de Fourier de f de carré intégrable converge en moyenne quadratique vers f. 
et l'énoncé ponctuel II Si les sommes partielles d'une série trigonométrique S sont uniformément 
majorées et convergent simplement vers une fonction f alors £ est la série de Fourier de f. 

4 Par contraposée, / continue 2tt -périodique non nulle a un coefficient de Fourier non nul : 
Soit a < /3 < a + ir et e>0 tels que que pour x G [a, /3], > e, quitte à prendre — /, f(x) > e. 

Comme cos(cc— a ^ ) — cos( ) G] — 2, 1], est nulle en a, (3 et, entre et ±7r, monotone , 



le polynôme trigonométrique ip n = 



- cos( ) 



ikx 

k = — n 

/ers +oo sur ]a, /3[ et sur ]/3, a + 2ir[ donc pour n assez grand : 

2tt n 



2 v 2 

tend vers +oo sur ]a, /3[ et sur ]/3, a + 2ir[ donc pour n assez grand : 

/ f4>n = 2n ^ ^ djtCjt(/)>0 et un des coefficients de Fourier, c^(f) de / est non nul. 
J° k=-n 

trop longue pour être exposée ici, mais avec des techniques Hilbertiennes étonnamment 
algébriques et un argument de série entière, elle semble oubliée (tant par [K L-R] que [Z]). 

utilisant le second théorème de la moyenne, Lebesgue demande seulement à la dérivée d'être 
à variation bornée, en fait cette preuve passe pour / réglée absolument continue sur ses intervalles 
de continuité, énoncé que Hardy et Rogosinski ([H R] §3.8-3.9) font suivre de la complétude 
(note 3 ci-dessus) et d'une intégration par partie (§3.4) pour chaque coefficient de Fourier. 
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Soit f 2ir-périodique à variation bornée (resp. dérivable par morceaux) alors : 

1) f est somme d 'une fonction continue à variation bornée (resp. dérivable 

s , ,„ ,. . f+( a )~ f-( a ) sm(n(x — a)) 
par morceaux) et du modèle explicite y. /_, • 

0<a<27r 71 n=l U 

2) Si f continue et f à variation bornée alors f est limite uniforme de S^(f). 

Hardy&Rogosinski enfin, après l'avoir déduite de la complétude et d'une majo- 
ration de ses sommes partielles 8 obtiennent aussi ([H R] fin du §3.8) la somme de 

Esin(nx) „ . . q , , . 
a partir, suivant buier, du développement , pour \z \< 1, de log(l — z). 
n 
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7 L'inégalité de Bessel 2n ^ \c n (f')\ 2 < / |/'| 2 , Cauchy-Schwarz et c„(/) = ic„(/') 

Jo 

donnent Sc n (/) absolument convergente. Par II de la note 3 p. 2, il suffit /' de carré intégrable. 

n 

8 si0<\x\< —,\S*\<\^—<nx< - etsi ^-<x<n, 15* (x)\ < ± cotg -f- < ±. 

k=l 

9 et du théorème d'Abel en ZQ=e lnx , justifiant l'intuition d'Euler, cf. aussi [Z]I§2, [Le]§21. 
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Appendices 



Sommes partielles et sommes partielles modifiées. 

Les sommes modifiées d'une suite 1 m x , igX entre a,&GR sont définies poui 

c * b * c * 

vérifier la relation de Chasles u n = u n + u n : si a < b on a : 

a a b 

b * x 

a a<k<b 

1 L'expression = sin(nt) cotg(|) du noyau de Dirichlet modifié 



n-l 



Si D* n (t) = 1 + cos(ni) + 2 ^ cos(H), alors le produit £>*(£) sin(|) vaut : 

k=i 

sin(-) + cos(nt) sin(-) + 2cos(t) sin(-) H h 2 cos((n — l)t) sin(-) = 

2 2 2 2 

n — 1 

/ \ • /^\ • /^\ \ • ✓ 2/c ~i~ 1 . , 2/u 1 ^ , \ «/^\ J2/ÏX 1 ^ 
cos(nt) sin(-)+sin(-)+ > sin( — - — t) — sm( — - — t) = cos(ni) sin(-)+sm( — - — t) 

Zj Zj ^ £j Zj 

k=l 

= cos(nt) sin(-) + sin(nt) cos( — ) + cos(nt) sin( — ) =sin(ni) cos(-). 

£i Zi Z Z 

Donc, si < t < 27r on a : D* (t) = sin(nt) cotg(^). | 

Zj 

2 La première intégration par parties. 

E* n {x) = /;8in(n*)cotg(|)dt = cotg(f ) + £ ^| ootg(|)dÉ 

donc, si < x < 2tt on a < || cotg(|)| < nmin(x 4 2 ^_ x) et converge 

vers zéro uniformément sur tout intervalle [e, 2ir — e]. 

3 La majoration uniforme |.E*(x)| = | / D* n (t)dt\ <n. 

J TT 

n-l 

D* n (x) = 1 + cos(nx) + 2^cos(fcx) donc E*(2n - x) = -E*(x) et E*(Q) = 



k=i 



F7V 

- D* n = -TT, il suffit d'établir que si x G [0, tt] alors -n = E*(0) < E*(x) < vr. 
Jo 

Comme ]0,7r[9 t >->■ cotg(|) est positive décroissante, i?* est, sur [0,7r], majorée 
par son premier maximum relatif, qui puisque .E* (x) =sin(nx) cotg(|) est E*(^) 

7T 4?2 

qui, d'après 2 ci-dessus, admet la majoration : \E*(— )| < — <7r. | 

n 7T 



dans un groupe abélien A où l'on peut diviser par 2 et indicées par une partie discrète 
XCR des réels, ici A = C, X = N\{0}, Z les entiers positifs ou relatifs et, si fcGR \X, =0. 
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4 Fonctions créneaux en deux coups de la corne ip. 

Soit C Qi( s = 27rx Q)(3 . Si x G]0, 27r[\[a,/3] alors x - a,x - (3e\ - k2ix, (1 - k)2i\\ 
pour un même k = 1, et C a5/ a(x) =7r — (x — a+2fc7r) — — [7r — (x — /3+2A;7r)] =0. 

Si x g] a, /3[ alors C Qi/ g(x) =7r — (x — «)— a + — [7r— (x — /3 + 27r)] = 2tv. 

C cej p(a)=0-a+f3-[n-(a-f3+2n)]=TT et C a ,p(P) =n-((3-a)-a+/3-0 = TT. 

5 L'intégrale de Dirichlet S*(f)(x) = — / f(t)D*Jt - x)dt. 

Le /c ième coefficient de Fourier de / est c k (f) = ± f{t)e~ lkt dt, donc la n ième 

n — l 

somme modifiée S*(f)(x) = - [c_ n {f)e- inx + c n (f)e inx ] + ^ c k (fy kx vérifie : 

fc=l— n 

/>2tt />2tt n-1 „2tt 

4tt5*(/)(x) = / f^e-^-^dt + / fity^-^dt + 2 V / fity^-^dt 

JO Jo fc=l-n / ° 

qui, puisque e lk ^ x ~^ + e ~ lk ^ x ~^ = 2cos(/c(x — £)) = 2cos(k(t — x)), vaut : 

/•2-7T n -! >-27r 

/ /(*) [e"^-*) + e *"(*-*) + 2 V e tk{x - t) ]dt= f{t)2D* n {t - x)dt. D'où le 
résultat en divisant par 47T et utilisant la 27r-périodicité de t >->■ f(t)D^(t — x). | 

6 La dernière intégration par partie. 

Si / est 27r périodique, dérivable par morceaux avec /' intégrable sur [0, 2ir] et 
x G R, on note x = cto < • • • < a m +i = x + 2tt tels que / est dérivable sur ]ctj , aj+i [• 

Ainsi / a des limites à gauche et à droite en les a k et une intégration par 
parties de l'intégrale de Dirichlet sur chaque intervalle de dérivabilité de / donne : 

m r a j+i 
27r^(/)(x) = ^/_(a i+1 )^(^ +1 -x)-/ + (^)S;K-x)-/ f{t)E* n {t-x)dt 

3=0 Ja i 

qui, en regroupant les termes et comme par périodicité /_(x + 27r) = /-(x), vaut : 
/_(x)K(2tt)-/ + (x)K(0)- \J2[f+^ j )-f-^ j )]E*(a j )+ / f(t)E* m (t-x)dt 

3=1 Jx 

d'où, puisque (Cf. 3) E*(2ir) = ir = -E*(0), et par B du résumé (Cf. 2 et 3) : 

r ■ Q*ff\f \ f-( x ) + f+( x ) 
Lim S n (f)(x) = 
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